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2.6 Polinomios anuladores y los Teoremas A y B

En esta sección vamos a suponer que todos los espacios vectoriales son sobre K = C.
Esta sección está basada en la Sección 14.6 de Volumen 2 del Libro de Álgebra Lineal de
Fernando, Gamboa, Ruiz.

Polinomios anuladores de un endomorfismo

Sea f : V → V un endomorfismo de un C-espacio vectorial. Denotamos como es habitual

f0 = I, y fk = f ◦
k)
· · · ◦ f para k ≥ 1.

Dado un polinomio

P (T ) =
p

∑

k=0

akT
k ∈ C[T ]

queremos darle sentido a sustituir T = f en P (T ). Simplemente interpretamos T k como la
composición fk, de forma que queda

P (f) =
p

∑

k=0

akf
k

el cual también es un endomorfismo de V bien definido.

Observación 2.2 1) Si f respecto de una base B tiene matriz A, entonces la matriz del
endomorfismo P (f) respecto de B es evidentemente

P (A) =
p

∑

k=0

akA
k.

2) La sustitución anterior respeta el producto de polinomio, es decir, dados dos poli-
nomios P (T ), Q(T ) ∈ C[T ], se cumple

(PQ)(f) = P (f) ◦Q(f).

Por ejemplo, si P (T ) = T 2 − 5 y Q(T ) = T 3 − T 2 se tiene que

P (T )Q(T ) =(T 2 − 5)(T 3 − T 2) = T 2(T 3 − T 2)− 5(T 3 − T 2) =

=T 2+3 − T 2+2 − 5T 3 + 5T 2 = T 5 − T 4 − 5T 3 + 5T 2

⇒ (PQ)(f) =f5 − f4 − 5f3 + 5f2.

Por otro lado P (f) = f2 − 5I y Q(f) = f3 − f2 y se tiene que

P (f) ◦Q(f) =(f2 − 5I) ◦ (f3 − f2) = f2 ◦ (f3 − f2)− 5I ◦ (f3 − f2) =

=f2+3 − f2+2 − 5f3 + 5f2 = f5 − f4 − 5f3 + 5f2.

Vemos que la demostración en general se reduce a la igualdad evidente fk ◦ f ℓ = fk+ℓ,
después de hacer cuidadosamente todas las operaciones. En particular, como el producto
entre polinomios es conmutativo, deducimos que

P (f) ◦Q(f) = (PQ)(f) = (QP )(f) = Q(f) ◦ P (f).

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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Obsérvese que esto nos dice que si P (T ) es un producto de polinomios Q1, . . . , Qℓ y
alguno de ellos es anulador de f , entonces P también es anulador de f . Claro, siempre
podemos reordenarlos y podemos suponer que Qℓ es el anulador de f , de forma que P (f) =
Q1(f) ◦ · · ·Qℓ−1(f) ◦Qℓ(f) = Q1(f) ◦ · · ·Qℓ−1 ◦ 0 = 0.

¿Y al revés? ¿Si P es un polinomio anulador de f y P = Q1, . . . , Qℓ, entonces algún Qi

es un anulador de f? No, eso no es cierto. Por ejemplo, tomemos Q1(T ) = T y Q2(T ) = T , y
consideremos el producto P (T ) = Q1(T )Q2(T ) = T 2. Se tiene entonces que el endomorfismo
f : R2 → R2 : (x, y) '→ (x− y, x− y) se anula en P (T ) pero no se anula en Q1 ni en Q2.

3) Supongamos que tenemos polinomios P1(T ), . . . , Pℓ(T ) y que sabemos que para cierto
vector v ∈ V se tiene que Pi(f)(v) = 0. Entonces para el polinomio P (T ) = P1(T ) · · ·Pℓ(T )
también se tiene que P (f)(v) = 0. En efecto,

P (f)(v) = (P1 · · ·Pℓ)(f)(v) =

= (P1 · · ·Pi−1Pi+1PℓPi)(f)(v) =

= (P1 · · ·Pi−1Pi+1Pℓ) ◦ Pi(f)(v) =

= (P1 · · ·Pi−1Pi+1Pℓ)(0) = 0.

4) Si λ ∈ C es un autovalor de f , y u un autovector asociado, es decir, f(u) = λu,
entonces se tiene que

P (f)(u) = P (λ)u.

En efecto, observamos primero que

f2(u) = f(f(u)) = f(λu) = λf(u) = λ(λu) = λ2u.

y repitiendo el cálculo se ve que fk(u) = λku para cualquier k. En particular,

P (f)(u) =
p

∑

k=0

akf
k(u) =

p
∑

k=0

akλ
ku = (

p
∑

k=0

akλ
k)u = P (λ)u.

! Definición Dado un endomorfismo f : V → V , decimos que un polinomio P (T ) ∈ C[T ]
es un polinomio anulador de f si P (f) = 0.

Observación 2.3 (1) Siempre hay un polinomio anulador. En efecto, supongamos que hemos
fijado una base B de V y que la matriz de f es A respecto de esta base. Ya sabemos que el
espacio de matrices Mn(C) tiene dimensión n2, aśı que entre las siguientes n2 +1 matrices,

I, A,A2, . . . , An2

,

debe haber una dependencia lineal, es decir, existen a0, . . . , an2 tales que

a0I + a1A+ . . .+ an2An2

= 0.

En particular estamos diciendo que P (T ) =
∑n2

k=0 akT
k es una polinomio anulador de f .

(2) Los autovalores de f son ráıces de cualquier polinomio anulador P (T ). En efecto, si
f(u) = λu con u ̸= 0, entonces por (2)

0 = P (f)(u) = P (λ)u,

y como u ̸= 0, es P (λ) = 0.
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(3) Además, siempre podemos encontrar un polinomio anulador que no tenga otras ráıces.
En efecto, sea P (T ) un polinomio anulador y µ una ráız suya que no es autovalor de f .
Entonces P (T ) = (T − µ)Q(T ), y para u ∈ V se tiene:

0 = P (f)(u) = (f − µI) ◦Q(f)(u) = f
(

Q(f)(u)
)

− µQ(f)(u),

luego f(v) = µv con v = Q(f)(u). Como µ no es autovalor, el vector v = Q(f)(u) debe
ser nulo. Por tanto, Q(T ) es también un polinomio anulador. De esta manera, podemos
eliminar todas las ráıces que no son autovalores.

! Proposición 2.4 Sea f : V → V un endomorfismo, y sean λ1, . . . ,λr ∈ C todos sus
autovalores. Supongamos que el polinomio P (T ) = (T−λ1)m1 · · · (T−λr)mr =

∏

i(T−λi)mi

es un polinomio anulador de f . Entonces

1) Emj
(λj) ∩

∑

i ̸=j Emi
(λi) = {0},

2) V = Em1
(λ1) + · · ·+ Emr

(λr),

3) M(λi) = Emi
(λi) y por tanto nil(λi) ≤ mi.

Demostración. 1) Para cada j = 1, . . . , r consideramos los polinomios

Pj(T ) = (T − λj)
mj y Qj(T ) =

∏

i ̸=j

Pi(T ) =
∏

i ̸=j

(T − λi)
mi .

Observamos que estos polinomios tiene la siguiente propiedad: dado u ∈ Emj
(λj),

Pj(f)(u) = (f − λjI)
mj (u) = 0,

y por tanto dado v ∈ Emℓ
(λℓ) con ℓ ̸= j, como Pℓ(f)(v) = 0, se tiene por la Observación

2.2.(3) que
Qj(f)(v) = 0.

Observamos también que Pj(T ) y Qj(T ) no tiene ráıces comunes y por tanto podemos
encontrar ciertos polinomios A(T ) y B(T ) de forma que

1 = A(T )Pj(T ) +B(T )Qj(T )

y sustituyendo T = f ,
I = A(f) ◦ Pj(f) +B(f) ◦Qj(f).

Por tanto, para cada u ∈ V resulta

u = A(f)(Pj(f)(u)) +B(f)(Qj(f)(u)) (⋆)

Finalmente, tomemos

u ∈ Emj
(λj) ∩

∑

i ̸=j

Emi
(λi)

y veamos que u = 0. Por una parte, como u ∈ Emj
(λj) ya sabemos que Pj(f)(u) = 0, y por

otra parte, como u =
∑

i ̸=j ui para ciertos ui ∈ Emi
(λi), se tiene que

Qj(f)(u) = Qj(f)
(

Σ
i ̸=j

ui

)

=
∑

i ̸=j

Qj(f)(ui) = 0.

En consecuencia, aplicando esto a la ecuación (⋆),

u = A(f)(Pj(f)(u)) +B(f)(Qj(f)(u)) = A(f)(0) +B(f)(0) = 0.
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es decir, u = 0 que es lo que queŕıamos probar.

2) Como los polinomios Q1(T ), . . . , Qr(T ) no tienen ninguna ráız en común, existen
polinomios A1(T ), . . . , Ar(T ) tales que

1 = A1(T )Q1(T ) + · · ·+Ar(T )Qr(T ),

y substituyendo T = f ,

I = A1(f) ◦Q1(f) + · · ·+Ar(f) ◦Qr(f).

Si aplicamos los endomorfismos de la izquierda y de la derecha a un vector u ∈ V arbitrario
deducimos que

u = A1(f) ◦Q1(f)(u) + · · ·+Ar(f) ◦Qr(f)(u).

Denotemos ui = Ai(f) ◦Qi(f)(u) para cada i = 1, . . . , r, es decir,

u = A1(f) ◦Q1(f)(u)
︸ ︷︷ ︸

u1

+ · · ·+Ar(f) ◦Qr(f)(u)
︸ ︷︷ ︸

ur

.

Evidentemente, si probamos que

ui ∈ Emi
(λi) = ker(f − λiI)

mi = ker(Pi(f)),

habremos terminado. Pero lo anterior es inmediato ya que

Pi(f)(ui) = Pi(f) ◦Ai(f) ◦Qi(f)(u) =

= Ai(f) ◦ (QiPi)(f)(u) = Ai(f) ◦ P (f)(u) = Ai(f)(0) = 0.

3) Los dos puntos anteriores nos dicen que tenemos la descomposición en suma directa

(∗) V = Em1
(λ1)⊕ · · ·⊕ Emr

(λr).

Evidentemente el polinomio

Q(T ) = P (T )(T − λ1) · · · (T − λr) = (T − λ1)
m1+1 · · · (T − λr)

mr+1

también es un polinomio anulador de f . Luego también

(∗∗) V = Em1+1(λ1)⊕ · · ·⊕ Emr+1(λr).

Como (∗) y (∗∗) son dos sumas directas, y cada sumando de la primera está contenido en el
correspondiente de la segunda, tiene que ser

Emi
(λi) = Emi+1(λi).

En otras palabras la sucesión de espacios invariantes de λi se estabiliza al menos a partir de
Emi

(λi), aśı que éste es el subespacio invariante maximal M(λi).

La demostración de los Teoremas A y B es ahora trivial.

Demostración del Teorema B. Por la Observación 2.3 sabemos que f tiene al menos un poli-
nomio anulador cuyas ráıces son los autovalores de f . Por la proposición anterior deducimos
directamente que V = M(λ1)

⊕

· · ·
⊕

M(λr).
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Demostración del Teorema A. Ya hemos probado que V = M(λ1)
⊕

· · ·
⊕

M(λr). Por el
Teorema de Jordan con un único autovalor (véase la Observaćıon 2.1) tenemos que cada

f |M(λi) : M(λi) → M(λi)

tiene una base respecto de la cual su matriz es de Jordan Ji y cuyo orden es evidentemente
dim(M(λi)) . Denotemos di = dim(M(λi)). Si juntamos todas las bases obtendremos una
base de V respecto de la cual f tiene matriz

⎛

⎜
⎝

J1
. . .

Jr

⎞

⎟
⎠

Aśı pues, el polinomio caracteŕıstico de f es

P (T ) = det(J − T In) = det(J1 − T Id1
) · · · det(Jr − T Idr

)

= (λ1 − T )d1 · · · (λr − T )dr ,

En particular, vemos que di debe ser exactamente la multiplicidad algebraica de λi, es decir,
se tiene que multa(λi) = dim(M(λi)).

! Definición Sean λ1, . . . ,λr ∈ C todos los autovalores de f : V → V . Entonces llamamos
al polinomio

Pmin(T ) =
∏

i
(T − λi)

nil(λi)

el polinomio mı́nimo de f .

! Proposición El polinomio mı́nimo es un polinomio anulador de f .

Demostración. Sea v ∈ M(λi) = Enil(λi)(λi). Evidentemente

(f − λiI)
nil(λi)(v) = 0,

y por la Observación 2.2.(3) se tiene entonces que Pmin(f)(v) = 0. Por tanto dado cualquier
vector v ∈ V , como lo podemos escribir

v = v1 + · · ·+ vr

con vi ∈ M(λi), deducimos que

Pmin(f)(v) = Pmin(f)(v1) + · · ·+ Pmin(f)(vr) = 0

y por tanto Pmin(f) = 0.

! Proposición Si Q(T ) es un polinomio anulador de f , entonces Pmin(T ) divide a Q(T ).

Demostración. Ya hemos visto que los autovalores deben ser ráıces de Q(T ), por tanto

Q(T ) = (T − λ1)
m1 · · · (T − λr)

mrR(T )

para algún polinomio R(T ) que no se anula en T = λi con i = 1, . . . , r. Ya vimos en la
Observación 2.3.(3) que si µ es una ráız de P (T ) que no es un autovalor (es por tanto una ráız
de R(T )), entonces si dividimos P (T ) entre T −µ nos sigue quedando un polinomio anulador
de f . Aśı que si hacemos esto repetidamente llegamos a que (T − λ1)m1 · · · (T − λr)mr es
un polinomio anulador de f . Y por Proposición 2.4.(3) deducimos que mi ≥ nil(λi). En
particular,

Q(T ) = Pmin(T )(T − λ1)
m1−nil(λ1) · · · (T − λr)

mr−nil(λr)R(T ),

es decir, Pmin(T ) divide a Q(T ).
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! Corolario (Teorema de Cayley-Hamilton) El polinomio caracteŕıstico P (T ) de f es divisible
entre Pmin(T ). En particular, se tiene que P (f) = 0.

Demostración. Si λ1, . . . ,λr son todos los autovalores de f , lo que queremos probar es que

P (T ) = (T − λ1)
multa(λ1) · · · (T − λr)

multa(λr)

es divisible entre
Pmin(T ) = (T − λ1)

nil(λ1) · · · (T − λr)
nil(λr),

es decir, necesitamos probar que nil(λi) ≤ multa(λi) para cualquier i = 1, . . . , r. Por
definición

E1(λi) ! E2(λi) ! · · · ! Enil(λi)−1(λi) ! Enil(λi)(λi) = M(λi),

y como los contenidos son estrictos, cada vez que pasamos de un subespacio propio general-
izado al siguiente aumentamos al menos en 1 la dimensión, por tanto

dim(M(λi)) =

= dim(E1(λi))+
(

dim(E2(λi))−dim(E1(λi))
)

+· · ·+
(

dim(Enil(λi)(λi))−dim(Enil(λi)−1(λi))
)

≥

≥ dim(E1(λi)) +
(

nil(λi)− 1
)

≥ 1 +
(

nil(λi)− 1
)

= nil(λi),

y puesto que dim(M(λi)) = multa(λi), deducimos que nil(λi) ≤ multa(λi).
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